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要旨

Klemp and Wilhelmson (1978) と CReSS (坪木と榊原, 2001)を基にして, 理想気
体を仮定した 乾燥大気に対する 2 次元準圧縮性方程式系の非静力学モデルの定式
化を行う. サブグリッドスケールの乱流拡散は Klemp and Wilhelmson (1978) の
1.5 次クロージャモデルを用いる.
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第1章 座標系

空間座標系は 2 次元直線直交座標系を用いる. 水平方向の座標変数を x, 鉛直方向
の座標変数を z と表す. 時間方向の変数は t とする.
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第2章 基礎方程式系

この節では理想気体を仮定した乾燥大気に対する 2次元準圧縮系の基礎方程式を示
す. 凝結物質を含まないことをのぞき,これらの方程式系は Klemp and Wilhelmson

(1978) と同様である.

2.1 変数の定義

モデルの独立変数は空間方向の座標変数 x, z と時間方向の変数 t である. モデル
の予報変数はこれらの関数として定義される

u : 速度の x 成分
w : 速度の z 成分
Θ : 温位
Π : 無次元圧力関数

である.

無次元圧力関数 (エクスナー関数) π は圧力 p を用いて以下のように定義される.

Π ≡
(

p

p0

)Rd/cp

(2.1)

p0 は地表面での気圧である. 温位 Θ は

Θ ≡ T

(
p0

p

)Rd/cp

=
T

Π
(2.2)

で与えられる. ここで T は温度, cp は定圧比熱, Rd は乾燥空気の気体定数である.
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2.2 基礎方程式

基礎方程式は, 基本場の静水圧の式, 運動方程式, 圧力方程式, 熱力学の式である.

基本場は水平一様な静止状態であるとし, 基本場の変数は上付きバー (̄ ) で表す.

2.2.1 静水圧の式

∂Π

∂z
= − g

cpθ
(2.3)

基本場の密度 ρ は理想気体の状態方程式から以下のように与えられる.

ρ =
p0

Rd

Π
cv/Rd

θ
(2.4)

2.2.2 運動方程式

dui

dt
= −cpθ

∂π

∂xi

+ δi3g
θ

θ
+ Dui

. (2.5)

ここで i = 1, 3 で u1 = u, u3 = w である. 左辺の時間微分は以下のように表さ
れる.

d

dt
=

∂

∂t
+ ui

∂

∂xi

. (2.6)

Dui
はサブグリッドスケールの乱流に伴う拡散項であり, 詳細は第 2.3節で述べる.

2.2.3 圧力方程式

∂π

∂t
+

c2

cpρθ
2

∂

∂xj

(
ρθuj

)
= 0. (2.7)

ここで c は基本場の音速であり, 以下のように与えられる.

c2 =
cpRd

cv

Πθ. (2.8)

ここで cv は定積比熱である.
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2.2.4 熱力学の式

dθ

dt
= −w

∂θ

∂z
+ Dθ. (2.9)

Dθ はサブグリッドスケールの乱流に伴う拡散項である.
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2.3 サブグリッドスケールの乱流拡散

2.3.1 運動方程式中の拡散項

Klemp and Wilhelmson (1978)および CReSS (坪木と榊原, 2001)と同様に, 1.5次
のクロージャーを用いることで粘性拡散項は以下のように書ける.

Dui
= − ∂

∂xj

(u′iu
′
j)

= − ∂

∂xj

[
−Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE

]
. (2.10)

ここで Km は運動量に対する乱流拡散係数であり, E はサブグリッドスケールの
乱流運動エネルギー

E =
1

2
(u′)2 + (w′)2 (2.11)

である.

2.3.2 熱力学の式の拡散項

Klemp and Wilhelmson (1978)および CReSS (坪木と榊原, 2001)と同様に, 1.5次
のクロージャーを用いることで温位の粘性拡散項は以下のように書ける.

Dθ = − ∂

∂xj

u′iθ

= − ∂

∂xj

(
Kh

∂θ

∂xj

)
. (2.12)

ここで Kh は温位に対する乱流拡散係数である.

2.3.3 乱流運動エネルギーの式

Klemp and Wilhelmson (1978)および CReSS (坪木と榊原, 2001)と同様に, 1.5次
のクロージャーを用いることで, 乱流エネルギーの時間発展方程式は以下ように書
ける.

∂Km

∂t
= −

(
u
∂Km

∂x
+ w

∂Km

∂z

)
− 3gC2

ml2

2θ

(
∂θ

∂z

)
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+
(
C2

ml2
)





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2




+
C2

ml2

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

− Km

3

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)

+
1

2

(
∂2K2

m

∂x2
+

∂2K2
m

∂z2

)
+

(
∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂z

)2

− 1

2l2
K2

m (2.13)

ここで Cε = Cm = 0.2, 混合距離 l = (∆x∆z)1/2 とする.

(2.13) 式中の乱流エネルギー生成項と乱流エネルギー消散項が釣合うとみなすこ
とで, 乱流拡散係数を診断的に求めることができる.

K2
m = −3g

θ

(
∂θ

∂z

)
+ 2





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2


 +

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

(2.14)

但し速度の収束は零とみなした.
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付 録A 基礎方程式系の導出

A.1 基本場と偏差の分離

変数を基本場とそこからの偏差に分ける. 基本場の変数は上付きバー (̄ ) で表し,

偏差を上付きプライム (′) で表す. ある変数 φ は以下のように分離される.

φ = φ + φ′. (A.1)

分離される変数は u, w, 温位 θ, 圧力 p または Π, 密度 ρである.

基本場は水平一様 (φ = φ(z)) で, 擾乱のない静止状態 (u = v = w = 0) であると
する. 基本場の無次元圧力関数と温位は, それぞれ,

Π =

(
p

p0

)Rd/cp

, (A.2)

θ =
T

Π
(A.3)

である. 基本場の密度 ρ は状態方程式から

ρ =
p0

Rd

Π
cv/Rd

θ
(A.4)

と与えられる. ここで cv は定積比熱である.

以下では Π′ = π とし, 記述を簡便にするためその他の変数の偏差量に付く上付き
プライム (′) は省略する.
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A.2 運動方程式の導出

ここではエクスナー関数を用いた運動方程式の導出と, 水平一様静止基本場とそこ
から偏差との分離を行う.

A.2.1 エクスナー関数の導入

運動方程式は
dui

dt
= −1

ρ

∂p

∂xi

− δi3g + Dui
(A.5)

である. 圧力勾配項を エクスナー関数を用いて書き直すと,

dui

dt
= − cpp

ρRdΠ

∂Π

∂xi

− δi3g + Dui
(A.6)

ここで, 状態方程式

p = ρRdΠθ (A.7)

を用いてさらに書き直すと,

dui

dt
= −cpθ

∂Π

∂xi

− δi3g + Dui
(A.8)

を得る.

A.2.2 基本場と偏差の分離

運動方程式を水平一様静止基本場の式とそこからの偏差の式 (擾乱場の式) に分離
する. 基本場の方程式は静水圧の式

∂Π

∂z
= − g

cpθ
(A.9)

である.

擾乱場の水平方向の運動方程式 (i = 1) は

du

dt
= −cp

(
θ + θ′

) ∂
(
Π + π

)

∂x
+ Du

' −cp

(
θv

∂Π

∂x
+ θv

∂π

∂x
+ θ′v

∂Π

∂x

)
+ Du (A.10)
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となる. 擾乱場の鉛直方向の運動方程式 (i = 3)は

dw

dt
= −cp

(
θ + θ′

) ∂
(
Π + π

)

∂z
− g + Dw

' −cp

(
θv

∂Π

∂z
+ θv

∂π

∂z
+ θ′v

∂Π

∂z

)
− g + Du (A.11)

となる. それぞれの式で圧力勾配項における 2 次量は小さいと仮定し無視する.

基本場は水平一様であることと, 鉛直方向の運動方程式から静水圧の式を差し引く
ことにより, 以下の擾乱場の運動方程式を得る.

du

dt
= −cpθv

∂π

∂x
+ Du, (A.12)

dw

dt
= −cpθv

∂π

∂z
+ g

θ

θ
+ Dw. (A.13)

まとめて表すと,

dui

dt
= −cpθv

∂π

∂xi

+ δi3g
θ

θ
+ Dui

(A.14)

となる.
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A.3 圧力方程式の導出

A.3.1 圧力方程式

圧力方程式は, 連続の式

dρ

dt
+ ρ

∂uj

∂xj

= 0 (A.15)

とエクスナー関数で表した状態方程式

Π =

(
Rd

p0

ρθv

)Rd/cv

(A.16)

から導出する.

状態方程式 (A.16)を t で微分する:

dΠ

dt
=

(
Rd

p0

)Rd/cv
{

Rd

cv

θRd/cvρRd/cv−1dρ

dt
+

Rd

cv

ρRd/cvθRd/cv−1dθ

dt

}

=
Rd

cv

(
Rd

p0

ρθ

)Rd/cv
{

1

ρ

dρ

dt
+

1

θ

dθ

dt

}

=
Rd

cv

Π

{
1

ρ

dρ

dt
+

1

θ

dθ

dt

}
. (A.17)

連続の式 (A.15)を右辺に代入すると,

dΠ

dt
=

Rd

cv

Π

{
−∂uj

∂xj

+
1

θ

dθ

dt

}
(A.18)

を得る.

A.3.2 圧力偏差の方程式

エクスナー関数を水平一様基本場 Π とそこからの偏差 π に分離し, π の方程式を
求める.

∂π

∂t
+ uj

∂π

∂xj

+ w
∂Π

∂z
= −Rd

cv

Π
∂uj

∂xj

− Rd

cv

π
∂uj

∂xj

+
Rd

cv

Π

θ + θ

d(θ + θ)

dt
. (A.19)
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音速

c2 =
cpRd

cv

Π(θ + θ), (A.20)

c2 =
cpRd

cv

Πθ (A.21)

を用いて書き直すと,

∂π

∂t
+

c2

cpθ

∂uj

∂xj

+ w
∂Π

∂z
= −uj

∂π

∂xj

+
Rd

cv

π
∂uj

∂xj

+
c2

cp(θ + θ)2

d(θ + θ)

dt
.(A.22)

ここで状態方程式 (A.16)を用いて左辺第 3 項を変形する.

w
∂Π

∂z
= w

(
Rd

p0

)Rd/cv ∂
(
ρθ

)Rd/cv

∂z

= w

(
Rd

p0

)Rd/cv Rd

cv

(
ρθ

)Rd/cv−1 ∂ρθ

∂z

= w
Rd

cv

Π
1

ρθ

∂
(
ρθv

)

∂z

=
c2

cpρθ
2

v

w
∂

(
ρθv

)

∂z

=
c2

cpρθ
2uj

∂
(
ρθ

)

∂xj

.

また, 左辺第 2 項は

c2

cpθ

∂uj

∂xj

=
c2

cpρθ
2ρθ

∂uj

∂xj

と書き換えることができる. 左辺第 2, 3 項をまとめると圧力方程式は以下のよう
に表される.

∂π

∂t
+

c2

cpρθ
2

∂

∂xj

(
ρθuj

)
= fπ (A.23)

fπ = −uj
∂π

∂xj

+
Rdπ

cv

∂uj

∂xj

+
c2

cp(θ + θ)2

d(θ + θ)

dt
. (A.24)

Klemp and Wilhelmson (1978) にしたがい, 本モデルでは fπ = 0 とする. これは
線形化を行い, 非断熱項 ((A.24)右辺第 3 項)を無視することを意味する.
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付 録B 乱流パラメタリゼーション

B.1 サブグリッドスケールの運動エネルギー方程式

Klemp and Wilhelmson (1978) および CReSS で用いられている 1.5 次のクロー
ジャーを用いる. 1.5 次のクロージャーでは, 乱流運動エネルギーの時間発展方程
式を,

dE

dt
= B + S + DE −

(
Cε

l

)
E

3
2 . (B.1)

とする. 但し l は混合距離であり l = (∆x∆z)1/2 とする. B と S はそれぞれ浮力
と流れの変形速度による乱流エネルギー生成項, DE は乱流エネルギー拡散項, 第
4 項は乱流エネルギーの消散項であり,

B =
gj

θ
u′jθ′,

S = −(u′iu
′
j)

∂ui

∂xj

,

DE =
∂

∂xj

(
Km

∂E

∂xj

)
(B.2)

である. 1.5 次のクロージャーでは, レイノルズ応力を以下のように定義する.

(u′iu
′
j) = −Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE (B.3)

u′jθ = Kh
∂θ

∂xj

(B.4)

ここで Km は運動量に対する渦粘性係数であり, E はサブグリッドスケールの乱
流運動エネルギー, Kh は渦拡散係数である. Km, Kh は E を用いて以下のように
与えられる.

Km = CmE
1
2 l, (B.5)

Kh = 3Km. (B.6)
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(B.1) 式の各項を書き下す. 浮力による乱流エネルギー生成項は,

B =
gj

θ
u′jθ′,

= −g

θ
w′θ′,

= −g

θ

(
Kh

∂θ

∂z

)
(B.7)

である. 次に流れの変形速度による乱流エネルギー生成項 S は,

S = −(u′iu
′
j)

∂ui

∂xj

,

= −
{
−Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+

2

3
δijE

}
∂ui

∂xj

,

=

{
Km

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
− 2

3
δijE

}
∂ui

∂xj

,

=

{
Km

(
∂u

∂xj

+
∂uj

∂x

)
− 2

3
δ1jE

}
∂u

∂xj

+

{
Km

(
∂w

∂xj

+
∂uj

∂z

)
− 2

3
δ3jE

}
∂w

∂xj

,

=

{
2Km

(
∂u

∂x

)
− 2

3
E

}
∂u

∂x
+ Km

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
∂u

∂z

+Km

(
∂w

∂x
+

∂u

∂z

)
∂w

∂x
+

{
2Km

(
∂w

∂z

)
− 2

3
E

}
∂w

∂z
,

= 2Km





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2


 + Km

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

−2

3
E

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
(B.8)

である. 乱流エネルギー拡散項 DE は,

DE =
∂

∂xj

(
Km

∂E

∂xj

)
,

=
∂

∂x

(
Km

∂E

∂x

)
+

∂

∂x

(
Km

∂E

∂x

)
(B.9)

である. 以上の (B.7), (B.8), (B.9)式を (B.1)式に代入することで以下の式を得る.

dE

dt
= −g

θ

(
Kh

∂θ

∂z

)

+2Km





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2


 + Km

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

− 2

3
E

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)
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+
∂

∂x

(
Km

∂E

∂x

)
+

∂

∂x

(
Km

∂E

∂x

)

−
(

Cε

l

)
E

3
2 . (B.10)

さらに (B.10) 式を (B.5) 式を用いて Km に関する式に変形する. 右辺の乱流エネ
ルギー拡散項を書き下すと,

∂

∂x

(
Km

∂E

∂x

)
+

∂

∂z

(
Km

∂E

∂z

)

=
1

C2
ml2

{
∂

∂x

(
Km

∂K2
m

∂x

)
+

∂

∂z

(
Km

∂K2
m

∂z

)}

=
1

C2
ml2

{
Km

∂2K2
m

∂x2
+

∂Km

∂x

∂K2
m

∂x
+ Km

∂2K2
m

∂z2
+

∂Km

∂z

∂K2
m

∂z

}

=
Km

C2
ml2

(
∂2K2

m

∂x2
+

∂2K2
m

∂z2

)
+

2Km

C2
ml2

{(
∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂z

)2}

(B.11)

となるので, (B.10) 式を変形すると,

2Km

C2
ml2

dKm

dt
= −g

θ

(
Kh

∂θ

∂z

)
+ 2Km





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2




+Km

(
∂u

∂z
+

∂w

∂z

)2

− 2

3

K2
m

C2
ml2

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)

+
Km

C2
ml2

(
∂2K2

m

∂x2
+

∂2K2
m

∂z2

)
+

2Km

C2
ml2

{(
∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂z

)2}

− Cε

C3
ml4

K3
m

∂Km

∂t
= −

(
u
∂Km

∂x
+ w

∂Km

∂z

)
− gC2

ml2

2θ

Kh

Km

(
∂θ

∂z

)

+
(
C2

ml2
)





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2




+
C2

ml2

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂z

)2

− Km

3

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)

+
1

2

(
∂2K2

m

∂x2
+

∂2K2
m

∂z2

)
+

(
∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂z

)2

− Cε

2Cml2
K2

m
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となり, ここで Cm = Cε = 0.2 と Kh = 3Km という関係を用いると,

∂Km

∂t
= −

(
u
∂Km

∂x
+ w

∂Km

∂z

)
− 3gC2

ml2

2θ

(
∂θ

∂z

)

+
(
C2

ml2
)





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2




+
C2

ml2

2

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

− Km

3

(
∂u

∂x
+

∂w

∂z

)

+
1

2

(
∂2K2

m

∂x2
+

∂2K2
m

∂z2

)
+

(
∂Km

∂x

)2

+

(
∂Km

∂z

)2

− 1

2l2
K2

m (B.12)

となる.

(B.12) 式において, 乱流エネルギーは定常であり, 生成項と消散項がつりあうと仮
定すると, Meller and Yamada (1974) の 1 次のクロージャーに対応するような式
が求まる. 但し速度の収束を零とみなした.

K2
m = −3g

θ

(
∂θ

∂z

)
+ 2





(
∂u

∂x

)2

+

(
∂w

∂z

)2


 +

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)2

(B.13)
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付 録C 変数リスト

Cε : 乱流拡散係数のための定数
Cm : 乱流拡散係数のための定数
c : 音波
c̄ : 基本場の音波
cp : 定圧比熱
cv : 定積比熱
Dui

: xi 成分の運動方程式におけるサブグリッドスケールの乱流拡散項
Dθ : 熱力学の式におけるサブグリッドスケールの乱流拡散項
E : サブグリッドスケールの運動エネルギー
f : コリオリパラメータ
g : 重力加速度
Kh : 熱に対する乱流拡散係数
Km : 運動量に対する乱流拡散係数
l : 混合距離
p : 圧力
p : 基本場の圧力
p0 : 地表面での基準圧力
Π : エクスナー関数
Π : 基本場のエクスナー関数
π : エクスナー関数の偏差
Rd : 乾燥空気の気体定数
ρ : 基本場の密度
ρ0 : 地表面での密度
t : 時間座標
T : 基本場の温度
θ : 基本場の温位
θ : 温位偏差
ui : 速度, i = 1, 3 (u1, u3) = (u,w)

xi : 空間 z座標, i = 1, 3 (x1, x3) = (x, z)

teishiki.tex 2005 年 4 月 13 日 (小高, 杉山, 北守)



2 次元非静力学モデルの定式化 謝辞 20

謝辞

本資源は, 地球流体電脳倶楽部のインターネット上での学術知識の集積と活用の実
験の一環として

http://www.gfd-dennou.org/arch/deepconv/

において公開されているものである. c©高橋 こう子, 杉山 耕一朗, 小高 正嗣, 中
島 健介, 林 祥介 (K. Takahashi, K. Sugiyama, M. Odaka, K. Nakajima and Y.-Y.

Hayashi) 2003. 本資源は, 著作者の諸権利に抵触しない (迷惑をかけない)限りに
おいて自由に利用していただいて構わない. なお, 利用する際には今一度自ら内容
を確かめることをお願いする (無保証無責任原則).

本資源に含まれる元資源提供者 (図等の版元等を含む)からは,直接的な形でのWEB

上での著作権または使用許諾を得ていない場合があるが, 勝手ながら, 「未来の教
育」のための実験という学術目的であることをご理解いただけるものと信じ, 学術
標準の引用手順を守ることで諸手続きを略させていただいている. 本資源の利用
者には, この点を理解の上, 注意して扱っていただけるようお願いする. 万一, 不都
合のある場合には

deepconv@gfd-dennou.org

まで連絡していただければ幸いである.

teishiki.tex 2005 年 4 月 13 日 (小高, 杉山, 北守)


